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RESUMO
MAZIOZEKI DE OLIVEIRA, Carlos Alberto. OS TEOREMAS DE STEWART E DE HE-
RON E O CA´LCULO DA A´REA DE UM TRIAˆNGULO EM FUNC¸A˜O DOS LADOS. 65 f.
Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede Nacional - PROF-
MAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Curitiba, 2014.
Organizou-se esta dissertac¸a˜o a partir da constatac¸a˜o de que teoremas de matema´ticos como
Matthew Stewart e Heron sa˜o pouco empregados nas aulas de matema´tica do ensino fundamen-
tal e me´dio. As contribuic¸o˜es desses matema´ticos no ca´lculo das cevianas e da a´rea de triaˆngulos
podem simplificar a soluc¸a˜o de muitos problemas. Como ponto de partida, elaborou-se uma
atividade extraclasse contendo quatro questo˜es centradas no Teorema de Stewart e aplicou-se a
mesma a treˆs turmas do ensino me´dio do CPM-PR. A partir da ana´lise dos resultados dessa ati-
vidade, definiu-se a pesquisa bibliogra´fica, a estrutura do texto e a organizac¸a˜o de uma colec¸a˜o
de problemas aplicados.
Palavras-chave: o Teorema de Stewart, o Teorema de Heron, triaˆngulos, cevianas, a´rea, o
problema das quatro circunfereˆncias tangentes.
ABSTRACT
MAZIOZEKI DE OLIVEIRA, Carlos Alberto. STEWART´S THEOREM AND HERON´S
THEOREM AND THE CALCULUS OF THE AREA OF A TRIANGLE IN FUNCTION OF
SIDES. 65 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede Naci-
onal - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Curitiba, 2014.
This dissertation was organized from the observation that mathematical theorems as Stewart’s
theorem and Heron’s theorem are rarely used in mathematics classes in middle and high schools.
The contributions of these mathematicians in calculating cevians and area of triangles can sim-
plify the solution of many problems. As a starting point, we prepared one extracurricular ac-
tivity containing four questions centered on Stewart’s theorem and applied the same in three
high school classes of CPM-PR. From the analysis of the results of this activity, we defined the
literature, the text structure and organization of a collection of applied problems.
Keywords: Stewart´s theorem, Heron´s theorem, triangles, cevians, area, the four tangent cir-
cumferences problem.
LISTA DE FIGURAS
–FIGURA 1 O problema das quatro circunfereˆncias tangentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
–FIGURA 2 Triaˆngulo ABC e a mediana CM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
–FIGURA 3 Circunfereˆncias de centro O, C, D e E, tangentes entre si . . . . . . . . . . . . . . 15
–FIGURA 4 Resultados comparativos da atividade extraclasse: nu´mero de acertos por
turma em cada uma das quatro questo˜es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
–FIGURA 5 Triaˆngulo ABD da Questa˜o1.2 da atividade extraclasse . . . . . . . . . . . . . . . . 17
–FIGURA 6 Triaˆngulo ABC da Questa˜o1.4 da atividade extraclasse . . . . . . . . . . . . . . . . 18
–FIGURA 7 Classificac¸a˜o de um triaˆngulo em relac¸a˜o a`s medidas dos aˆngulos inter-
nos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
–FIGURA 8 Classificac¸a˜o de um triaˆngulo em relac¸a˜o a`s medidas dos lados . . . . . . . . 22
–FIGURA 9 Treˆs cevianas relativas ao ve´rtice A do triaˆngulo ABC . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
–FIGURA 10 Relac¸a˜o me´trica em um triaˆngulo acutaˆngulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
–FIGURA 11 Relac¸a˜o me´trica em um triaˆngulo obtusaˆngulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
–FIGURA 12 Contracapa do livro de Matthew Stewart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
–FIGURA 13 Demonstrac¸a˜o do Teorema de Stewart pelas relac¸o˜es me´tricas . . . . . . . . . 28
–FIGURA 14 Demonstrac¸a˜o do Teorema de Stewart pela Lei dos Cossenos . . . . . . . . . . 29
–FIGURA 15 Triaˆngulo ABC acutaˆngulo (esquerda) e obtusaˆngulo (direita) e a altura
hc relativa ao lado AB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
–FIGURA 16 Triaˆngulo acutaˆngulo de base c e altura hc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
–FIGURA 17 Heron de Alexandria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
–FIGURA 18 Figura utilizada por Heron para demonstrar seu teorema . . . . . . . . . . . . . . 37
–FIGURA 19 Triaˆngulo da Questa˜o1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
–FIGURA 20 Triaˆngulo da Questa˜o1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
–FIGURA 21 Triaˆngulo da Questa˜o1.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
–FIGURA 22 Circunfereˆncias tangentes da Questa˜o1.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
–FIGURA 23 Triaˆngulo do problema 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
–FIGURA 24 Penta´gono regular do problema 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
–FIGURA 25 Triaˆngulo do problema 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
–FIGURA 26 Circunfereˆncias tangentes do problema 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
–FIGURA 27 Arbelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
–FIGURA 28 Circunfereˆncias tangentes do problema 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
–FIGURA 29 Atividade extraclasse aplicada aos alunos do CPM-PR . . . . . . . . . . . . . . . . 54
–FIGURA 30 Soluc¸a˜o correta da Questa˜o1.3 utilizando a Lei dos Cossenos duas vezes 55
–FIGURA 31 Soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.5 utilizando a Lei dos Cossenos duas ve-
zes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
–FIGURA 32 Soluc¸a˜o da Questa˜o1.5 utilizando escala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
–FIGURA 33 Soluc¸a˜o da Questa˜o 1.5 extraı´da da internet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
–FIGURA 34 Primeira soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
–FIGURA 35 Segunda soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
–FIGURA 36 Terceira soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
–FIGURA 37 Brahmagupta: matema´tico e astroˆnomo indiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
–FIGURA 38 Quadrila´tero cı´clico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
–FIGURA 39 Quadrila´tero cı´clico da demonstrac¸a˜o do Teorema de Brahmagupta . . . . 61
LISTA DE TABELAS
–TABELA 1 Resultados comparativos da atividade extraclasse: nu´mero de acertos
por turma em cada uma das quatro questo˜es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
LISTA DE SIGLAS
CAPES Coordenac¸a˜o de Aperfeic¸oamento de Pessoal de Nı´vel Superior
SBM Sociedade Brasileira de Matema´tica
UTFPR Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´
PROFMAT Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede Nacional
CPM-PR Cole´gio da Polı´cia Militar do Parana´ - Cel Felippe de Sousa Miranda
CEDERJ Centro de Educac¸a˜o a Distaˆncia do Estado do Rio de Janeiro
CN Cole´gio Naval
UFSC Universidade Federal de Santa Catarina
SMO Singapore Mathematics Olympiad
IME Instituto Militar de Engenharia
ARML American Regions Mathematics League
LISTA DE SI´MBOLOS
M ABC Triaˆngulo ABC
∠ABC Aˆngulo ABC
m∠(ABC) Medida do aˆngulo ABC
AB Segmento AB
−→
AB Semirreta AB
ha Altura relativa ao lado a
ma Mediana relativa ao lado a
sa Bissetriz relativa ao aˆngulo interno A
SABC A´rea do triaˆngulo ABC
Sabc A´rea do triaˆngulo de lados a, b e c
AB⊥CD Segmento AB perpendicular ao segmento CD
2p Perı´metro
←→
AB‖←→CD Reta AB paralela a` reta CD
AB∼=CD Segmento AB congruente ao segmento CD
M ABC ∼=M DEF Triaˆngulo ABC congruente ao triaˆngulo DEF
M ABC ∼M DEF Triaˆngulo ABC semelhante ao triaˆngulo DEF
←→
AB Reta AB
C(O,r) Cı´rculo ou circunfereˆncia de centro O e raio r
senα Seno do aˆngulo α
cosα Cosseno do aˆngulo α
SUMA´RIO
1 INTRODUC¸A˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1 MOTIVAC¸A˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2 OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.1 Objetivo Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.2 Objetivos Especı´ficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3 JUSTIFICATIVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4 ORGANIZAC¸A˜O DO TRABALHO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2 O TEOREMA DE STEWART . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1 DEFINIC¸O˜ES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.1 Classificac¸a˜o de um triaˆngulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.2 Cevianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2 RELAC¸A˜O ME´TRICA NO TRIAˆNGULO ACUTAˆNGULO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3 RELAC¸A˜O ME´TRICA NO TRIAˆNGULO OBTUSAˆNGULO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 MATTHEW STEWART . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4.1 Contribuic¸o˜es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.2 O Teorema de Stewart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4.3 Curiosidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3 O TEOREMA DE HERON . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1 CA´LCULO DAS ALTURAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1.1 Me´todo Tradicional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1.2 Utilizando o Teorema de Stewart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 HERON DE ALEXANDRIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.1 O Teorema de Heron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3 HERON E BRAHMAGUPTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.4 HERON E STEWART . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4 STEWART, HERON E PROBLEMAS INTERESSANTES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.1 SOLUC¸A˜O DAS QUESTO˜ES DA ATIVIDADE EXTRACLASSE . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.2 PROBLEMAS INTERESSANTES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5 CONCLUSA˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
Anexo A -- ALGUMAS SOLUC¸O˜ES APRESENTADAS PELOS ALUNOS . . . . . . . . . 54
A.1 QUESTO˜ES APLICADAS AOS ALUNOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
A.2 SOLUC¸O˜ES CORRETAS SEM JUSTIFICATIVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
A.3 SOLUC¸O˜ES INCORRETAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
Anexo B -- DEMONSTRAC¸A˜O DE BRAHMAGUPTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
B.1 QUEM FOI BRAHMAGUPTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
B.2 QUADRILA´TERO CI´CLICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
B.3 TEOREMA DE BRAHMAGUPTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
REFEREˆNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
14
1 INTRODUC¸A˜O
Apresenta-se neste capı´tulo o problema motivador desta dissertac¸a˜o, assim como os
objetivos e a disposic¸a˜o do tema nos demais capı´tulos.
1.1 MOTIVAC¸A˜O
O problema motivador e´ o problema geome´trico do ca´lculo da medida do raio de uma
circunfereˆncia tangente a outras treˆs (DOLCE; POMPEO, 2005).
Problema 1.1. Calcular o raio da circunfereˆncia de centro E, sabendo-se que o raio da cir-
cunfereˆncia de centro D mede xcm e o raio da circunfereˆncia de centro C mede ycm. As treˆs
circunfereˆncias sa˜o tangentes entre si e tangentes a` circunfereˆncia de centro O, como ilustra a
Figura 1.
Figura 1: O problema das quatro circunfereˆncias tangentes.
Com o intuito de verificar como os estudantes do ensino me´dio solucionam o Problema
1.1, bem como problemas correlatos, organizou-se uma atividade extraclasse contendo quatro
questo˜es de Geometria versando sobre triaˆngulos (Anexo A). A atividade deveria ser realizada
individualmente e tendo como prazo de entrega uma semana, possibilitando desta maneira a
consulta a livros e a` internet. Como era deseja´vel saber se os alunos reconheceriam o Teorema
de Stewart, a lista de questo˜es foi apenas apresentada aos mesmos sem qualquer comenta´rio de
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quais relac¸o˜es ou caminhos matema´ticos deveriam ser tomados na soluc¸a˜o. Agindo assim foi
possı´vel verificar va´rias maneiras de resoluc¸a˜o das questo˜es que seguem.
Questa˜o 1.2. Em um triaˆngulo retaˆngulo, os catetos medem 5cm e 12cm. Calcule a medida da
mediana relativa ao aˆngulo reto.
Questa˜o 1.3. No triaˆngulo da Figura 2, calcule a medida da mediana CM.
Figura 2: Triaˆngulo ABC e a mediana CM.
Questa˜o 1.4. Em um triaˆngulo ABC, os lados medem a = 15cm , b = 8cm e c = 12cm. Sobre o
lado a, marque um ponto D de maneira que DB= p e DC = q. Sabendo que p/q= 1/2, calcule
a medida de AD.
Questa˜o 1.5. A Figura 3 mostra quatro circunfereˆncias tangentes entre si de centros C, D, E
e O. Calcule o raio da circunfereˆncia de centro E, sabendo-se que o raio da circunfereˆncia de
centro D mede 1cm e o raio da circunfereˆncia de centro C e´ igual a 2cm.
Figura 3: Circunfereˆncias de centro O, C, D e E, tangentes entre si.
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Aplicou-se a atividade composta pelas quatro questo˜es anteriores a treˆs turmas do se-
gundo ano do ensino me´dio do CPM-PR envolvendo 81 alunos dos turnos da tarde e noite. Estes
dispuseram de uma semana para solucionar as questo˜es propostas. Apresentou-se a atividade
logo apo´s o estudo da Lei dos Cossenos. Os resultados da atividade sa˜o mencionados na Tabela
1 e ilustrados na Figura 4.
Turma No Alunos Questa˜o Acertos
2C 25 1 21
2 06
3 00
4 04
2D 28 1 26
2 04
3 00
4 00
2E 28 1 27
2 10
3 00
4 01
Tabela 1: Resultados comparativos da atividade extraclasse: nu´mero de acertos por turma em
cada uma das quatro questo˜es.
Figura 4: Resultados comparativos da atividade extraclasse: nu´mero de acertos por turma em
cada uma das quatro questo˜es.
A ana´lise da Tabela 1 possibilita algumas reflexo˜es. Esperava-se que a primeira questa˜o
fosse solucionada por todos os alunos, o que de fato quase ocorreu, como evidencia a Figura 4.
Os resultados verificados na Questa˜o1.2 se justificam pela saı´da geome´trica simples da mesma.
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Figura 5: Triaˆngulo ABD da Questa˜o1.2 da atividade extraclasse.
Como o triaˆngulo ABD mostrado na Figura 5 e´ retaˆngulo em A, a mediana AM relativa
ao aˆngulo reto e´ igual a` metade da diagonal BD. Isto se prova pelo fato de que as diagonais AC
e BD do retaˆngulo ABCD se interceptam no ponto me´dio M, centro geome´trico do retaˆngulo. A
quase totalidade dos alunos chegou a` soluc¸a˜o da questa˜o, uma vez que se discutiu em sala de
aula a inscric¸a˜o do triaˆngulo retaˆngulo em uma semicircunfereˆncia e como a mediana relativa
ao aˆngulo reto equivalia ao raio da circunfereˆncia.
Analisando a Questa˜o1.3, pode-se perceber a dificuldade apresentada pelos alunos
quanto ao uso das relac¸o˜es me´tricas em um triaˆngulo qualquer. Treˆs destes alunos, pesqui-
sando a soluc¸a˜o na internet, encontraram o Teorema de Stewart e aplicaram-no a` questa˜o. Dois
alunos aplicaram a Lei dos Cossenos mais de uma vez e conseguiram assim obter o resultado
correto. Esperava-se o mesmo da maioria dos demais alunos, uma vez que esse conteu´do fora
abordado anteriormente a` aplicac¸a˜o da atividade. Outros dois alunos mediram os lados da figura
e obtiveram o resultado correto, isto porque a Figura 2 foi desenhada em escala natural. Por ter
sido feita com o Geogebra, optou-se pelo desenho em tamanho real, o que foi observado pelos
dois alunos que, utilizando-se apenas de uma re´gua, obtiveram uma boa aproximac¸a˜o para o
resultado.
A Questa˜o1.4, similar a` Questa˜o1.3, na˜o foi solucionada corretamente por nenhum
dos alunos. Para esboc¸ar o triaˆngulo ilustrado na Figura 6, era necessa´rio dividir o maior lado
em uma raza˜o dada. Supo˜e-se que este fato contribuiu para o insucesso, pois, na soluc¸a˜o da
Questa˜o1.3, tanto os alunos que aplicaram a Lei dos Cossenos duas vezes como aqueles que
resolveram por escala na˜o foram capazes de repetir a estrate´gia na soluc¸a˜o da Questa˜o1.4. Isto
evidencia que os alunos que participaram da atividade na˜o perceberam que poderiam resolver a
questa˜o pelo uso da Lei dos Cossenos aplicada va´rias vezes.
Finalmente tem-se a Questa˜o1.5. Supunha-se que esta na˜o teria acertos ou que o
nu´mero de alunos que a resolvesse fosse bastante reduzido. Apo´s algumas indagac¸o˜es verificou-
se que os acertos se deram porque os discentes tinham encontrado-a na internet. A questa˜o fora
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Figura 6: Triaˆngulo ABC da Questa˜o1.4 da atividade extraclasse.
retirada do livro Geometria Plana - Fundamentos de Matema´tica Elementar (DOLCE; POM-
PEO, 2005), onde estava resolvida, facilitando assim a sua co´pia.
Em resumo, as treˆs primeiras questo˜es teˆm o mesmo formato, em todas elas era ne-
cessa´rio encontrar a medida de uma mediana relativa a um certo lado, em nenhuma delas foi
cobrada outra ceviana. Desse modo pode-se fazer um levantamento das dificuldades dos alunos
em relac¸a˜o a aplicac¸a˜o de um conteu´do ja´ abordado, uma vez que tinham acabado de estudar
trigonometria em triaˆngulos quaisquer. Verificou-se que, a` excec¸a˜o dos alunos que buscaram
estes conteu´dos fora de sala de aula ou daqueles que se utilizaram de me´todos de desenho
geome´trico para a resoluc¸a˜o dos problemas, apenas dois alunos conseguiram resolver um des-
ses problemas com o uso dos conhecimentos que fizeram parte de seu ensino curricular. Com
a Questa˜o1.5 foi possı´vel verificar o desconhecimento do Teorema de Stewart, trazendo assim
mais uma motivac¸a˜o para o desenvolvimento deste trabalho.
1.2 OBJETIVOS
1.2.1 OBJETIVO GERAL
Este trabalho pretende mostrar o Teorema de Stewart como uma ferramenta auxiliar
no ensino do conteu´do de trigonometria em triaˆngulos quaisquer. Deseja-se incentivar seu uso,
apresenta´-lo como um me´todo ra´pido para a soluc¸a˜o de alguns problemas e emprega´-lo para
mostrar outros resultados, como por exemplo, o ca´lculo da a´rea de um triaˆngulo em func¸a˜o das
medidas dos lados.
1.2.2 OBJETIVOS ESPECI´FICOS
• Apresentar o Teorema de Stewart, que infelizmente na˜o consta na maioria dos livros
dida´ticos de matema´tica de nosso paı´s, e emprega´-lo para obter as medidas das cevianas
19
de um triaˆngulo.
• Utilizar as relac¸o˜es me´tricas em um triaˆngulo qualquer, que embora sendo pre´-requisito
para a Lei dos Cossenos, teˆm pouco destaque nos livros do ensino ba´sico.
• Incentivar o emprego da demonstrac¸a˜o como ferramenta no ensino de matema´tica, uma
vez que a maioria das demonstrac¸o˜es no ensino me´dio pu´blico apenas acontecem ao final
deste, em Geometria Analı´tica.
• Motivar o uso do Teorema de Stewart como facilitador de ca´lculos. Como percebido na
atividade extraclasse, os dois alunos que resolveram um dos problemas utilizando-se da
Lei dos Cossenos mais de uma vez, tiveram que fazer muitos ca´lculos (Anexo A).
• Motivar a pesquisa de conteu´dos matema´ticos na˜o comumente tratados em sala de aula.
Assim como o Teorema de Stewart, tem-se outros teoremas, como o de Pappus, Menelaus,
etc., que podem, ale´m de facilitar o entendimento dos conteu´dos, trazer mais histo´ria e
rigor matema´tico para a sala de aula.
1.3 JUSTIFICATIVA
A escolha do tema deve-se a` afinidade do autor pela Geometria e ao esquecimento
quase que completo do Teorema de Stewart nos livros dida´ticos que tratam de geometria no
ensino fundamental e me´dio.
1.4 ORGANIZAC¸A˜O DO TRABALHO
Nos demais capı´tulos o tema e´ desenvolvido da forma descrita a seguir.
Capı´tulo 2: apresenta-se algumas definic¸o˜es necessa´rias no decorrer deste TCC assim
como as relac¸o˜es me´tricas em triaˆngulos quaisquer. Tem-se ainda um pouco da histo´ria de
Matthew Stewart, suas contribuic¸o˜es a` Cieˆncia e a demonstrac¸a˜o de seu mais famoso teorema.
Capı´tulo 3: demonstra-se o ca´lculo das alturas de um triaˆngulo qualquer, da forma
convencional e tambe´m utilizando o Teorema de Stewart. Ainda, tem-se um breve histo´rico de
Heron e a prova que o mesmo deu ao teorema da a´rea de um triaˆngulo em func¸a˜o das medi-
das dos lados. Como curiosidade, mostra-se o Teorema de Heron como consequeˆncia de um
teorema de Brahmagupta.
Capı´tulo 4: soluciona-se os exercı´cios extraclasse pela Lei dos Cossenos e pelo Teo-
rema de Stewart, para que se possa comparar a sı´ntese de ca´lculos. A dificuldade de se encontrar
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questo˜es aplicadas fez com que se organizasse uma lista de problemas de va´rias fontes, que fo-
ram disponibilizados no final do capı´tulo.
Anexo A: comenta-se os problemas resolvidos pelos alunos, os procedimentos utiliza-
dos, acertos e erros, analisando-se as prova´veis causas.
Anexo B: apresenta-se uma demonstrac¸a˜o do Teorema de Brahmagupta para o ca´lculo
da a´rea de um quadrila´tero inscrito em uma circunfereˆncia, cujo resultado foi utilizado no
Capı´tulo 3.
Conclusa˜o: apresenta-se os comenta´rios que encerram o TCC.
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2 O TEOREMA DE STEWART
Neste capı´tulo menciona-se a classificac¸a˜o de um triaˆngulo quanto aos lados e quanto
aos aˆngulos internos, os pontos nota´veis e cevianas. Apresenta-se tambe´m as relac¸o˜es me´tricas
em triaˆngulos quaisquer e a histo´ria e demonstrac¸a˜o do Teorema de Stewart.
2.1 DEFINIC¸O˜ES
2.1.1 CLASSIFICAC¸A˜O DE UM TRIAˆNGULO
Um triaˆngulo e´ classificado de acordo com a medida de seus lados e tambe´m de acordo
com a medida de seus aˆngulos internos. Em relac¸a˜o a` medida dos aˆngulos internos, um triaˆngulo
e´ classificado como:
• retaˆngulo: quando apresenta um aˆngulo reto, isto e´, um aˆngulo de medida igual a 90◦;
• acutaˆngulo: quando todos os aˆngulos internos medem menos que 90◦;
• obtusaˆngulo: quando um dos aˆngulos internos mede mais que 90◦.
A Figura 7 ilustra a classificac¸a˜o de um triaˆngulo quanto a medida dos aˆngulos inter-
nos.
Figura 7: Classificac¸a˜o de um triaˆngulo em relac¸a˜o a`s medidas dos aˆngulos internos.
Quanto a`s medidas dos lados, um triaˆngulo e´ classificado como:
• escaleno: todos os lados teˆm medidas diferentes;
• iso´sceles: dois lados sa˜o congruentes, ou seja, teˆm a mesma medida;
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• equila´tero: todos os lados sa˜o congruentes.
A Figura 8 ilustra a classificac¸a˜o de um triaˆngulo quanto a` medida dos lados.
Figura 8: Classificac¸a˜o de um triaˆngulo em relac¸a˜o a`s medidas dos lados.
2.1.2 CEVIANAS
Chama-se ceviana de um triaˆngulo a todo segmento de reta que tenha como extremi-
dades um ve´rtice do triaˆngulo e um ponto qualquer da reta suporte do lado oposto ao ve´rtice
dado. O nome ceviana deve-se ao matema´tico italiano Giovanni Ceva (1648-1734), que de-
monstrou teoremas importantes sobre elas (POSAMENTIER; SALKIND, 1996) (MORGADO
et al., 2009).
Sa˜o cevianas de um triaˆngulo as alturas, as medianas e as bissetrizes internas.
• Alturas: sa˜o cevianas perpendiculares ao lado oposto a um ve´rtice considerado. Todo
triaˆngulo tem treˆs alturas e estas concorrem em um u´nico ponto chamado ortocentro.
• Medianas: sa˜o cevianas que definem no lado oposto a um ve´rtice considerado segmentos
de mesma medida. Todo triaˆngulo possui treˆs medianas e estas concorrem em um u´nico
ponto chamado baricentro.
• Bissetrizes internas: sa˜o cevianas que dividem cada aˆngulo interno do triaˆngulo em dois
aˆngulos congruentes. Todo triaˆngulo possui treˆs bissetrizes internas e estas concorrem em
um u´nico ponto chamado incentro.
O Teorema de Stewart possibilita o ca´lculo da medida de uma ceviana qualquer de
um triaˆngulo. A Figura 9 ilustra treˆs cevianas de um triaˆngulo: a altura, a bissetriz interna e a
mediana.
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Figura 9: Treˆs cevianas relativas ao ve´rtice A do triaˆngulo ABC.
2.2 RELAC¸A˜O ME´TRICA NO TRIAˆNGULO ACUTAˆNGULO
Teorema 2.1. Em um triaˆngulo acutaˆngulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um aˆngulo
agudo e´ igual a` soma dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o produto de um
desses lados pela projec¸a˜o do outro sobre ele.
Figura 10: Relac¸a˜o me´trica em um triaˆngulo acutaˆngulo.
Demonstrac¸a˜o
Dado o triaˆngulo acutaˆngulo ABC, ilustrado na Figura 10, sejam m a projec¸a˜o do lado
b sobre o lado c e CD = hc a altura relativa ao lado c. Aplicando-se o Teorema de Pita´goras no
triaˆngulo CDB tem-se que
a2 = (hc)2+(c−m)2. (1)
Aplicando-se o Teorema de Pita´goras no triaˆngulo CDA, obte´m-se
(hc)2 = b2−m2. (2)
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Somando-se membro a membro as equac¸o˜es (1) e (2) e desenvolvendo-se o produto
nota´vel, tem-se que
a2+(hc)2 = (hc)2+ c2−2cm+m2+b2−m2,
a2 = b2+ c2−2cm. (3)
2.3 RELAC¸A˜O ME´TRICA NO TRIAˆNGULO OBTUSAˆNGULO
Teorema 2.2. Em um triaˆngulo obtusaˆngulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um aˆngulo
obtuso e´ igual a` soma dos quadrados dos outros dois lados, mais duas vezes o produto de um
desses lados pela projec¸a˜o do outro sobre ele.
Figura 11: Relac¸a˜o me´trica em um triaˆngulo obtusaˆngulo.
Demonstrac¸a˜o
Dado o triaˆngulo obtusaˆngulo ABC, sejam m a projec¸a˜o do lado b sobre o lado c e
CD = hc a altura relativa ao lado c. Aplicando-se o Teorema de Pita´goras no triaˆngulo CDB,
tem-se que
a2 = (hc)2+(c+m)2. (4)
Aplicando-se o Teorema de Pita´goras no triaˆngulo CDA, obte´m-se
(hc)2 = b2−m2. (5)
Somando-se membro a membro as equac¸o˜es (4) e (5) e desenvolvendo-se o produto
nota´vel, chega-se a
a2+(hc)2 = (hc)2+ c2+2cm+m2+b2−m2,
a2 = b2+ c2+2cm. (6)
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2.4 MATTHEW STEWART
Figura 12: Contracapa do livro de Matthew Stewart (BARICENTRO, 2014).
Matthew Stewart foi um matema´tico escoceˆs nascido em 1717 em Rothesay, na ilha
de Bute, e falecido em 23 de janeiro de 1785 em Edimburgo, onde seu corpo foi sepultado no
Greyfriars Kirkyard.
Educado na Rothesay Grammar School, Matthew Stewart entrou para a Universidade
de Glasgow em 1734, onde estudou com o filo´sofo Francis Hutcheson e o matema´tico Robert
Simson. Com esse u´ltimo estudou geometria antiga. Em 1741 comec¸ou a estudar com Mac-
laurin na Universidade de Edimburgo. Durante este tempo continuou a se corresponder com
Simson, que era agora um amigo em vez de um professor de geometria grega. A amizade de-
senvolvida entre Simson e Stewart ao longo dos anos, em parte por causa da admirac¸a˜o mu´tua
por Pappus de Alexandria, resultou em muitas comunicac¸o˜es curiosas em relac¸a˜o ao De Lo-
cis Planis de Apoloˆnio de Perga e aos Porisms de Euclides. A correspondeˆncia entre ambos
sugere que Stewart passou va´rias semanas em Glasgow a partir de maio de 1743 auxiliando
Simson na produc¸a˜o de seu Apollonii Pergaei Locorum Planorum Libri II, que foi publicado
em 1749. Quase ao mesmo tempo, seu pai, o Reverendo Dugald Stewart, Ministro de Rothesay,
convenceu-o a entrar para o ministe´rio. Stewart foi licenciado para pregar em Dunoon em maio
de 1744 e um ano depois se tornou ministro em Roseneath, Dumbartonshire.
Antes de entrar para o ministe´rio, Stewart participou das palestras de Colin Maclaurin
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na Universidade de Edimburgo, entre 1742 e 1743. A cadeira ficou vaga com a morte de Mac-
laurin em 1746 e em setembro de 1747 Stewart renunciou ao cargo de ministro em Roseneath
para assumir a cadeira de Maclaurin em Edimburgo. A publicac¸a˜o de sua obra mais conhe-
cida, Some General Theorems of Considerable Use in the Higher Parts of Mathematics, cuja
contracapa e´ ilustrada na Figura 12, pode ter ajudado a garantir a cadeira. Esse livro ampliou
algumas ide´ias de Simson e e´ mais conhecido pela proposic¸a˜o II, ou o que e´ agora conhecido
como Teorema de Stewart, que relaciona as medidas dos lados de um triaˆngulo e uma ceviana.
Em 1772, sua sau´de comec¸ou a deteriorar-se e os seus deveres como professor em Edimburgo
foram inicialmente compartilhados com seu filho Dugald Stewart, que mais tarde assumiu sua
cadeira e tornou-se um proeminente filo´sofo escoceˆs.
2.4.1 CONTRIBUIC¸O˜ES
• Em 1746 Stewart publicou Some General Theorems of Considerable Use in the Higher
Parts of Mathematics. Va´rios dos teoremas da obra eram de fato “porisms”, mas Stewart
evitou o nome por temer antecipar o trabalho de seu amigo Simson. Embora sem as
demonstrac¸o˜es, os teoremas colocaram Stewart entre os geoˆmetras de primeira linha.
• Em 1756 Stewart publicou no “Essays” da Sociedade Filoso´fica de Edimburgo (vol. II)
uma soluc¸a˜o do problema envolvido na segunda Lei de Kepler do movimento planeta´rio.
Nessa obra, Stewart evitou o uso de infinitesimais e empregou princı´pios de geometria
elementar.
• Em 1761, prosseguindo com o seu plano de introduzir a simplicidade das demonstrac¸o˜es
geome´tricas em antigas investigac¸o˜es astronoˆmicas, Stewart publicou folhetos de Fı´sica
e Matema´tica contendo explicac¸o˜es de va´rios pontos em Astronomia Fı´sica. Nessa a´rea,
depois que estabeleceu a doutrina de forc¸as centrı´petas em uma se´rie de proposic¸o˜es
que exigem apenas conhecimento dos elementos de geometria plana e de sec¸o˜es coˆnicas,
passou a determinar o efeito dessas forc¸as que perturbam os movimentos de um planeta
secunda´rio. Propoˆs tambe´m um teorema sobre o movimento de apsides da lua que atingiu
grande precisa˜o, superando de longe o resultado obtido por Newton. Esse resultado foi
confirmado atrave´s de me´todos alge´bricos por Charles Walmesley em 1749.
• Em 1763 Stewart publicou um suplemento intitulado The Distance of the Sun from the
Earth determined by the Theory of Gravity, no qual calculou a distaˆncia entre o sol e a
terra em cerca de 119 milho˜es de quiloˆmetros. A imprecisa˜o desse resultado deveu-se a`
dificuldade de tratar um assunto ta˜o complexo geometricamente. Stewart foi obrigado a
negligenciar va´rias pequenas quantidades em seu ca´lculo, o que provocou um erro que
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afetou seriamente o resultado. A natureza da sua falha foi apontada pela primeira vez em
1769 por John Dawson em um panfleto intitulado Quatro proposic¸o˜es. Em 1771, John
Landen publicou uma refutac¸a˜o independente das concluso˜es de Stewart.
• Ale´m das obras mencionadas, Stewart publicou em 1763 Propositiones Geometricae
more Veterum Demonstratae. Tambe´m publicou em 1754, no primeiro volume de “En-
saios e Observac¸o˜es” do Edimburgh Philosophical Society, quatro proposic¸o˜es que for-
mavam um teorema no quarto livro de Pappus.
(WIKIPEDIA4, 2014) (WIKISOURCE, 2014) (BARICENTRO, 2014) (CSMATES, 2014) (MA-
TEMALESCOPIO, 2014)
A biografia de Stewart na˜o e´ facilmente encontrada, como ja´ citado. Apenas para se
ter ideia desta dificuldade, e´ assim que a mesma consta em um site da Irlanda que fala sobre
matema´ticos ingleses:
“Matthew Stewart, nascido em Rothesay, em 1717, e falecido em Edimburgo, em 23 de janeiro
de 1785, sucedeu seu professor Maclaurin em sua cadeira em Edimburgo. Stewart, matema´tico
de considera´vel poder, a quem me refiro de passagem por seus teoremas sobre o problema dos
treˆs corpos e a discussa˜o desses tratada por transversais e involuc¸a˜o das propriedades do cı´rculo
e linha reta” (MATHS, 2014).
Observac¸o˜es:
1a) apsides: qualquer um dos dois pontos em uma o´rbita exceˆntrica, um mais alto (apsis), mais
distante do centro de atrac¸a˜o e outro (apsis inferior) mais pro´ximo do centro de atrac¸a˜o;
2a) porism: proposic¸a˜o matema´tica ou corola´rio. Em particular, o termo porism e´ utilizado
para se referir ao resultado direto de uma prova, de forma ana´loga ao modo como corola´rio
refere-se ao resultado direto de um teorema. No uso moderno, um porism e´ uma relac¸a˜o que
vale para uma infinita gama de valores, mas apenas se uma determinada condic¸a˜o e´ assumida.
O termo e´ oriundo de treˆs livros de Euclides que foram perdidos. Note-se que uma proposic¸a˜o
pode na˜o ter sido provada, e portanto, um porism na˜o pode ser um teorema.
2.4.2 O TEOREMA DE STEWART
O Teorema de Stewart possibilita calcular o comprimento de uma ceviana de um
triaˆngulo qualquer.
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Teorema 2.3. Dados um triaˆngulo ABC e um ponto D do lado AB, vale a relac¸a˜o
a2n+b2m−d2c = cmn,
onde a = BC, b = AC e c = AB sa˜o as medidas dos lados, d e´ a ceviana CD e m e n sa˜o os
segmentos determinados pela ceviana CD no lado AB.
A Figura 13 ilustra as hipo´teses do Teorema 2.3.
Demonstrac¸a˜o 1
Na Figura 13, o triaˆngulo BCD e´ acutaˆngulo e vale a relac¸a˜o (3), e o triaˆngulo ACD e´
obtusaˆngulo, valendo para este a relac¸a˜o (6). Pode-se enta˜o escrever, sem perda de generalidade,
que
Figura 13: Demonstrac¸a˜o do Teorema de Stewart pelas relac¸o˜es me´tricas.
a2 = m2+d2−2mk, (7)
b2 = n2+d2+2nk. (8)
Multiplicando-se a equac¸a˜o (7) por n e a equac¸a˜o (8) por m, obte´m-se
a2n = m2n+d2n−2mnk, (9)
b2m = mn2+d2m+2mnk. (10)
Somando-se as equac¸o˜es (9) e (10), obte´m-se
a2n+b2m = mn(m+n)+d2(m+n). (11)
Como m+n = c, pode-se reescrever a equac¸a˜o (11) como
a2n+b2m = cmn+d2c (12)
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ou
a2n+b2m−d2c = cmn. (13)
Demonstrac¸a˜o 2
Pode-se demonstrar tambe´m o Teorema de Stewart utilizando-se a Lei dos Cossenos.
Aplicando-a ao triaˆngulo BCD da Figura 14, tem-se que
Figura 14: Demonstrac¸a˜o do Teorema de Stewart pela Lei dos Cossenos.
a2 = m2+d2−2mdcosα. (14)
Da mesma maneira, aplicando-se a Lei dos Cossenos ao triaˆngulo ACD, tem-se que
b2 = n2+d2−2ndcos(180◦−α). (15)
Como cosα =−cos(180◦−α), pode-se reescrever a equac¸a˜o (15) da forma
b2 = n2+d2+2ndcosα. (16)
Subtraindo-se as equac¸o˜es (14) e (16) chega-se a
a2−b2 = m2−n2−2mdcosα−2ndcosα. (17)
Isolando-se cosα na equac¸a˜o (17), obte´m-se
cosα =
b2+m2−a2−n2
2md+2nd
. (18)
Substituindo-se (18) em (14), tem-se que:
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a2 = m2+d2−2md b
2+m2−a2−n2
2md+2nd
;
a2 = m2+d2−2md b
2+m2−a2−n2
2d(m+n)
;
a2(m+n) = m2(m+n)+d2(m+n)−b2m−m3+a2m+n2m;
a2m+a2n = m3+m2n+d2m+d2n−b2m−m3+a2m+n2m;
a2n+b2m = d2(m+n)+mn(m+n). (19)
Como m+n = c, pode-se reescrever a equac¸a˜o (19) como
a2n+b2m−d2c = cmn. (20)
2.4.3 CURIOSIDADES
1a) Em ingleˆs ha´ uma forma mnemoˆnica para o Teorema de Stewart.
Sejam o triaˆngulo ABC de lados a, b e c, a ceviana AX de comprimento d e m = BX e
n =CX . Aplicando-se o Teorema de Stewart ao triaˆngulo ABC, tem-se que:
b2m+ c2n = d2a+man; (21)
bmb+ cnc = dad+man; (22)
man+dad = bmb+ cnc. (23)
A equac¸a˜o (23) pode ser memorizada como “a man and his dad put a bomb in the
sink”, cuja traduc¸a˜o e´: “um homem e seu pai colocaram uma bomba na pia”.
2a) Stewart propoˆs em 1746 a equac¸a˜o (21) como
b2+ c2
n
m
= an+d2
a
m
, (24)
pore´m na˜o a demonstrou. Por ter sido apresentada por ele, a relac¸a˜o (24) e´ chamada de Teorema
de Stewart. Esse teorema foi demonstrado em 1751 por Thomas Simpson (1710-1761), em 1780
por Leonard Euler (1707-1783) e em 1803 por Lazare N.M. Carnot (1753-1823).
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3 O TEOREMA DE HERON
Neste capı´tulo, ale´m de demonstrar o ca´lculo da medida das alturas de um triaˆngulo
qualquer pelo me´todo tradicional que consta nos livros dida´ticos, demonstra-se tambe´m pelo
Teorema de Stewart. Ale´m disso, como citado nos objetivos, uma das utilizac¸o˜es do Teorema
de Stewart e´ a de confirmar resultados por caminhos diferentes a`queles que sa˜o conhecidos
na literatura oferecida em nossas escolas. Desta maneira, usa-se o Teorema de Heron para
exemplificar essa ideia. Um pouco da histo´ria de Heron, a prova que o mesmo fez para o teorema
da a´rea de um triaˆngulo e a demonstrac¸a˜o de como fazeˆ-lo utilizando-se Stewart encerram o
capı´tulo.
3.1 CA´LCULO DAS ALTURAS
Em qualquer triaˆngulo, conhecendo-se as medidas dos lados, e´ possı´vel calcular as
medidas das alturas relativas aos mesmos. No caso do triaˆngulo ser retaˆngulo, duas das altu-
ras coincidem com os catetos enquanto que a altura relativa a` hipotenusa pode ser calculada
utilizando-se o Teorema de Pita´goras e as relac¸o˜es me´tricas. Na˜o sendo o triaˆngulo em questa˜o
retaˆngulo, a resoluc¸a˜o fica um pouco mais complexa e pode ser feita da forma descrita a seguir,
independentemente se o triaˆngulo e´ acutaˆngulo ou obtusaˆngulo.
Figura 15: Triaˆngulo ABC acutaˆngulo (esquerda) e obtusaˆngulo (direita) e a altura hc relativa ao
lado AB.
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3.1.1 ME´TODO TRADICIONAL
Teorema 3.1. Em um triaˆngulo ABC qualquer, a altura hc relativa ao lado AB e´ dada por
hc =
2
c
√
p(p−a)(p−b)(p− c),
sendo p =
a+b+ c
2
o semiperı´metro do triaˆngulo ABC e a, b e c as medidas dos lados desse
triaˆngulo.
Demonstrac¸a˜o
Aplicando-se o Teorema de Pita´goras ao triaˆngulo ADC, ilustrado na Figura 15, tem-se
que
hc2 = b2−m2. (25)
Aplicando-se em seguida as relac¸o˜es me´tricas (7) e (8) ao triaˆngulo ABC, obte´m-se:
a2 = b2+ c2±2cm;
m =
b2+ c2−a2
±2c . (26)
Substituindo (26) em (25), chega-se a:
hc2 = b2−
(
b2+ c2−a2
±2c
)2
=
4b2c2− (b2+ c2−a2)2
4c2
;
4c2hc2 = [2bc+(b2+ c2−a2)][2bc− (b2+ c2−a2];
4c2hc2 = [(b2+2bc+ c2)−a2][a2− (b2−2bc+ c2)];
4c2hc2 = [(b+ c)2−a2][a2− (b− c)2];
4c2hc2 = [(b+ c+a)(b+ c−a)][(a+b− c)(a−b+ c)];
4c2hc2 = (a+b+ c)(−a+b+ c)(a−b+ c)(a+b− c). (27)
Sabendo-se que o perı´metro do triaˆngulo ABC e´ 2p = a+b+ c, pode-se escrever
−a+b+ c = 2p−2a, (28)
a−b+ c = 2p−2b, (29)
a+b− c = 2p−2c. (30)
33
Substituindo (28), (29) e (30) em (27), obte´m-se
4c2hc2 = 2p(2p−2a)(2p−2b)(2p−2c),
4c2hc2 = 2p2(p−a)2(p−b)2(p− c),
4c2hc2 = 16p(p−a)(p−b)(p− c),
hc =
2
c
√
p(p−a)(p−b)(p− c). (31)
De forma ana´loga, tomando-se por bases os lados b e a, obte´m-se
hb =
2
b
√
p(p−a)(p−b)(p− c) (32)
e
ha =
2
a
√
p(p−a)(p−b)(p− c). (33)
3.1.2 UTILIZANDO O TEOREMA DE STEWART
Seja o triaˆngulo ABC um triaˆngulo qualquer. Sem perda de generalizac¸a˜o, escolheu-se
para a demonstrac¸a˜o do Teorema 3.1 o triaˆngulo acutaˆngulo de base c, ilustrado na Figura 16.
Figura 16: Triaˆngulo acutaˆngulo de base c e altura hc.
Aplicando-se o Teorema de Pita´goras aos triaˆngulos BHC e AHC, obte´m-se, respecti-
vamente,
a2 = x2+h2c (34)
e
b2 = y2+h2c . (35)
Subtraindo-se membro a membro as equac¸o˜es (34) e (35), tem-se que
34
a2−b2 = x2− y2. (36)
Fatorando-se (36), chega-se a
a2−b2 = (x+ y)(x− y). (37)
Como x+ y = c, enta˜o
y = c− x. (38)
Substituindo-se (38) em (37), obte´m-se:
a2−b2 = (x+ c− x)[x− (c− x)];
a2−b2 = c(2x− c);
2x− c = a
2−b2
c
;
2x =
a2−b2
c
+ c =
a2−b2+ c2
c
;
x =
a2−b2+ c2
2c
. (39)
Substituindo-se (39) em (38), tem-se que
y = c− a
2−b2+ c2
2c
=
2c2−a2+b2− c2
2c
,
y =
−a2+b2+ c2
2c
. (40)
Aplicando-se o Teorema de Stewart ao triaˆngulo ABC, tem-se que
a2y+b2x− ch2c = cxy. (41)
Substituindo-se (39) e (40) em (41), obte´m-se
a2
−a2+b2+ c2
2c
+b2
a2−b2+ c2
2c
−h2cc = c
a2−b2+ c2
2c
−a2+b2+ c2
2c
. (42)
Desenvolvendo-se o lado esquerdo de (42), tem-se
−a4+2a2b2+a2c2+b2c2−b4−2h2cc2
2c
. (43)
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Desenvolvendo-se o lado direito de (42), obte´m-se
−a4−b4+ c4+2a2b2
4c
. (44)
Igualando-se (43) e (44), tem-se que:
−2a4+4a2b2+2a2c2−2b4+2b2c2−4h2cc2 =−a4−b4+ c4+2a2b2;
4h2cc
2 =−a4−b4− c4+2a2b2+2a2c2+2b2c2. (45)
Somando-se e subtraindo-se 2a2c2 ao lado direito de (45), obte´m-se:
4c2h2c = 4a
2c2− (a4+b4+ c4−2a2b2+2a2c2−2b2c2);
4c2h2c = 4a
2c2− [(a4+2a2c2+ c4)−2b2(a2+ c2)+b4];
4c2h2c = 4a
2c2− [(a2+ c2)2−2(a2+ c2)b2+b4];
4c2h2c = 4a
2c2− (a2+ c2−b2)2;
4c2h2c = [2ac+(a
2+ c2−b2)][2ac− (a2+ c2−b2)];
4c2h2c = (2ac+a
2+ c2−b2)(2ac−a2− c2+b2);
4c2h2c = [(a
2+2ac+ c2)−b2][−(a2−2ac+ c2)+b2];
4c2h2c = [(a+ c)
2−b2][b2− (a− c)2];
4c2h2c = (a+ c+b)(a+ c−b)(b+a− c)(b−a+ c). (46)
Como a, b e c sa˜o os lados do triaˆngulo ABC, o seu perı´metro sera´ dado por
a+b+ c = 2p.
Logo:
a+ c−b = a+b+ c−2b = 2p−2b = 2(p−b); (47)
b+a− c = a+b+ c−2c = 2p−2c = 2(p− c); (48)
b−a+ c = a+b+ c−2a = 2p−2a = 2(p−a). (49)
Substituindo-se as igualdades (47), (48) e (49) em (46), obte´m-se:
4c2h2c = 2p2(p−b)2(p− c)2(p−a);
4c2h2c = 16p(p−a)(p−b)(p− c);
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h2c =
4
c2
p(p−a)(p−b)(p− c);
hc =
2
c
√
p(p−a)(p−b)(p− c). (50)
De maneira ana´loga, tem-se que
hb =
2
b
√
p(p−a)(p−b)(p− c) (51)
e
ha =
2
a
√
p(p−a)(p−b)(p− c). (52)
3.2 HERON DE ALEXANDRIA
Heron de Alexandria, tambe´m escrito como He´ron, Hera˜o, Hiera˜o e Hero, provavel-
mente nasceu em Alexandria e viveu em data na˜o muito bem estabelecida. Entre as va´rias
encontradas na literatura esta˜o 10-70, 65-125, 150a.C-100a.C. Atualmente, aceita-se ser do
comec¸o da era crista˜ (se´culo I).
Figura 17: Heron de Alexandria (WIKIPEDIA3, 2014).
Heron foi um sa´bio matema´tico, inventor, fı´sico e escritor. Estudou a pressa˜o do ar
e o vapor e tambe´m desenvolveu va´rios instrumentos para medir distaˆncias em linha reta e
caminhos. Entre as suas invenc¸o˜es, encontram-se a dioptra (instrumento de geodesia), a fonte
de He´ron (aparelho construı´do com base nos princı´pios da Hidrosta´tica) e o mais extraordina´rio
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de todos: a eolı´pila, mecanismo que servia para provar a pressa˜o do ar sobre os corpos. Esta
nada mais era do que uma turbina a vapor (o primeiro motor a vapor que se tem documentado).
Em seu principal trabalho sobre Geometria, denominado Me´trica (encontrado apenas em 1896),
Heron enumera diferentes maneiras de determinar a a´rea de regio˜es limitadas por triaˆngulos,
quadrila´teros, polı´gonos regulares de treˆs a doze lados, elipses e a a´rea do cı´rculo, bem como
o volume de cilindros, cones e esferas e um me´todo (ja´ conhecido pelos babiloˆnicos 2000 anos
antes) para calcular raı´zes quadradas e cu´bicas aproximadas. Nesse trabalho esta´ o teorema
que leva o seu nome, embora este talvez tenha sido empregado inicialmente por Arquimedes: a
relac¸a˜o para calcular a a´rea de um triaˆngulo quando sa˜o conhecidas as medidas dos lados.
Sua obra Mecaˆnica foi preservada pelos a´rabes e nela enunciou a regra do parale-
logramo para a composic¸a˜o de velocidades. Mostrou como encontrar centros de gravidade
de figuras simples e discorreu sobre polias para levantar grandes pesos. Estudou tambe´m
pneuma´tica, o´tica, ma´quinas de guerra, hidra´ulica e geode´sia. Morreu na Gre´cia em lugar na˜o
determinado (THEODORA, 2014) (POMBO, 2014) (LOPPES, 2014).
3.2.1 O TEOREMA DE HERON
Teorema 3.2. A a´rea S de um triaˆngulo ABC qualquer e´ dada por
SABC =
√
p(p−a)(p−b)(p− c),
sendo p =
a+b+ c
2
o semiperı´metro do triaˆngulo e a, b e c as medidas dos lados.
Figura 18: Figura utilizada por Heron para demonstrar seu teorema.
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Demonstrac¸a˜o
Segundo (FOWLER, 2014), a demonstrac¸a˜o feita por Heron foi a que segue. Uma
adaptac¸a˜o da prova feita por Heron tambe´m aparece em (DALCIN, 2009).
Em um triaˆngulo ABC qualquer, ilustrado na Figura 18, desenha-se o cı´rculo inscrito
de centro O e que tangencia os lados BC = a, AC = b e AB = c nos pontos D, E e F , respecti-
vamente.
Como OD = OE = OF = r, sendo r o raio do cı´rculo, e sabendo-se que o raio e´
perpendicular aos lados do triaˆngulo nos pontos de tangeˆncia, tem-se que
SABC = SAOB+SBOC +SCOA,
SABC =
ar
2
+
br
2
+
cr
2
=
(a+b+ c)r
2
,
SABC =
pr
2
, (53)
onde p = a+b+ c e´ o perı´metro do triaˆngulo ABC.
Prolongue-se CB ate´ H, de modo que BH = AF . Dessa maneira, tem-se que
CH =
p
2
= s,
pois p =CD+DB+BF +FA+AE+EC. Como CD = EC, DB = BF e BH = FA = AE, enta˜o
p = 2CD+2DB+2BH e
p
2
=CD+DB+BH =CH. (54)
Substituindo-se (54) em (53), tem-se que
SABC =CH.r,
SABC =CH.OD,
(SABC)2 =CH2.OD2. (55)
Em seguida, trac¸a-se pelo ponto O uma perpendicular a OC e pelo ponto B uma per-
pendicular a BC, obtendo-se o ponto L, intersecc¸a˜o dessas duas perpendiculares e chama-se de
K a intersecc¸a˜o de OL com BC. Na sequeˆncia, trac¸a-se o segmento CL.
O quadrila´tero COBL assim contruı´do e´ inscritı´vel em um cı´rculo de diaˆmetro CL.
Logo, ∠COB+∠CLB = 180◦.
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Como AO e´ bissetriz do aˆngulo FAE, CO e´ bissetriz do aˆngulo ECD e BO e´ bissetriz
do aˆngulo DBF , ∠COB+∠AOF = 180◦ e ∠AOF ∼= ∠CLB.
Portanto, os triaˆngulos retaˆngulos AOF e CLB sa˜o semelhantes e
BC
BL
=
AF
FO
. (56)
Como AF = BH e FO = OD = r, escreve-se (56) na forma
BC
BL
=
BH
OD
e portanto
BC
BH
=
BL
OD
. (57)
Como os triaˆngulos KOD e KLB tambe´m sa˜o semelhantes, tem-se que
BL
OD
=
BK
KD
. (58)
De (57) e (58), pela transitividade, obte´m-se
BC
BH
=
BK
KD
.
Somando-se um a cada membro de
BC
BH
=
BK
KD
, obte´m-se
BC
BH
+1 =
BK
KD
+1⇒ BC+BH
BH
=
BK+KD
KD
ou
CH
BH
=
BD
KD
. (59)
Pode-se escrever (59) como
CH.CH
BH.CH
=
BD.CD
CD.KD
. (60)
Como no triaˆngulo retaˆngulo OCK vale a relac¸a˜o me´trica OD2 =CD.DK, reescreve-se
(60) como
CH2
CH.BH
=
BD.CD
CD.KD
=
BD.CD
OD2
,
CH2OD2 =CH.HB.BD.CD. (61)
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Substituindo-se (61) em (55), obte´m-se
(SABC)2 =CH.HB.BD.CD = s(s−a)(s−b)(s− c),
SABC =
√
s(s−a)(s−b)(s− c). (62)
Observac¸a˜o: neste TCC adotou-se 2p como perı´metro. No caso desta demonstrac¸a˜o,
respeitou-se a notac¸a˜o da literatura.
De acordo com (HEATH, 1921), atribui-se esta prova a Arquimedes.
3.3 HERON E BRAHMAGUPTA
Como ja´ mencionado, Heron viveu no se´culo I d.C. e Stewart no se´culo XVIII d.C..
Neste interim, foram propostos muitos teoremas em geometria. Como uma das aplicac¸o˜es dos
teoremas aqui apresentados e´ provar outros resultados conhecidos, vale a pena comentar mais
um teorema. Entre 589-668 da nossa era, viveu o matema´tico e astroˆnomo indiano Brahma-
gupta. Entre as suas contribuic¸o˜es, esta´ um teorema sobre quadrila´teros inscritı´veis ao cı´rculo
(ou cı´clicos), que serve para o ca´lculo da a´rea desses quadrila´teros. Utilizando-se a Lei das
A´reas e a Lei dos Cossenos, pode-se mostrar que a a´rea do quadrila´tero ABCD cı´clico e´ dada
pela relac¸a˜o
SABCD =
√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d), (63)
onde p=
a+b+ c+d
2
e´ o semiperı´metro do quadrila´tero e a, b, c e d sa˜o as medidas dos lados.
Caso se retire um dos ve´rtices do quadrila´tero ou se considere um lado com medida
igual a zero, o quadrila´tero sera´ transformado em triaˆngulo e, portanto,
SABC =
√
p(p−a)(p−b)(p− c), (64)
que e´ a relac¸a˜o de Heron para o ca´lculo da a´rea de um triaˆngulo. Note-se que, como todo
triaˆngulo e´ inscritı´vel em uma circunfereˆncia, a relac¸a˜o (64) e´ va´lida para todo triaˆngulo. A
demonstrac¸a˜o do Teorema de Brahmagupta encontra-se no Anexo B.
3.4 HERON E STEWART
Finalmente, com as ideias deste capı´tulo, pode-se demonstrar o Teorema de Heron
utilizando-se o Teorema de Stewart.
Como a a´rea de um triaˆngulo e´ dada pelo semiproduto de um lado pela altura relativa
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a esse lado, pode-se calcular a a´rea de um triaˆngulo ABC qualquer pela relac¸a˜o
SABC =
c
2
hc, (65)
sendo hc a altura relativa ao lado c.
Pore´m, da relac¸a˜o (50), tem-se que
hc =
2
c
√
p(p−a)(p−b)(p− c).1 (66)
Substituindo (66) em (65), obte´m-se
SABC =
c
2
2
c
√
p(p−a)(p−b)(p− c),
SABC =
√
p(p−a)(p−b)(p− c). (67)
Desta maneira, pode-se utilizar o Teorema de Stewart para comprovar resultados ja´
conhecidos, como neste caso, o Teorema de Heron.
1Essa relac¸a˜o foi provada usando-se o Teorema de Stewart.
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4 STEWART, HERON E PROBLEMAS INTERESSANTES
Neste capı´tulo soluciona-se os problemas propostos aos alunos na atividade extraclasse
utilizando-se duas maneiras diferentes: a primeira atrave´s da Lei dos Cossenos e a outra pelo
Teorema de Stewart. Apresenta-se tambe´m alguns problemas interessantes cuja soluc¸a˜o de-
pende da aplicac¸a˜o dos Teoremas de Stewart e de Heron.
4.1 SOLUC¸A˜O DAS QUESTO˜ES DA ATIVIDADE EXTRACLASSE
Questa˜o1.2: Em um triaˆngulo retaˆngulo, os catetos medem 5cm e 12cm, como ilustra
a Figura 19. Calcule a medida da mediana relativa ao aˆngulo reto.
Figura 19: Triaˆngulo da Questa˜o1.2.
Como o triaˆngulo ABC e´ retaˆngulo, a simples aplicac¸a˜o do Teorema de Pita´goras for-
nece a medida da hipotenusa, que e´ igual a 13cm. Neste caso, basta lembrar que todo triaˆngulo
retaˆngulo e´ inscritı´vel em uma semicircunfereˆncia e concluir que o raio desta semicircunfereˆncia
e´ igual a` medida dos segmentos em que a hipotenusa foi dividida. Portanto d = 6,5cm.
De outra maneira, tomando-se a= 12cm, b= 5cm, c= 13cm, m= 6,5cm e n= 6,5cm
e chamando-se a mediana CD de d, obte´m-se com a aplicac¸a˜o do Teorema de Stewart:
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a2n+b2m−d2c = cmn;
122(6,5)+52(6,5)−d213 = 13(6,5)(6,5);
936+162,5−13d2 = 549,25;
13d2 = 549,25;
d = 6,5.
A aplicac¸a˜o do Teorema de Stewart nessa questa˜o na˜o necessita de outros conhecimen-
tos geome´tricos, como a inscric¸a˜o do triaˆngulo retaˆngulo.
Questa˜o1.3: No triaˆngulo ilustrado na Figura 20, calcule a medida da mediana CM.
Figura 20: Triaˆngulo da Questa˜o1.3.
Seja d a mediana desejada. Aplicando-se a Lei dos Cossenos nos triaˆngulos ACM e
BCM, obte´m-se
62 = 42+d2−2(d)(4)cos(M) (68)
e
72 = 42+d2−2(d)(4)cos(180◦−M). (69)
Como cos(M) =−cos(180◦−M), reescreve-se (68) e (69) como
36 = 16+d2−8dcos(M) (70)
e
49 = 16+d2+8dcos(M). (71)
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Somando-se membro a membro as equac¸o˜es (70) e (71), tem-se que:
85 = 32+2d2;
53 = 2d2;
d =
√
106
2
.
Considerando-se a = 7, b = 6, c = 8, m = n = 4 e z = d, obte´m-se com a aplicac¸a˜o do
Teorema de Stewart:
a2n+b2m−d2c = cmn;
72(4)+62(4)−d2(8) = 8(4)(4);
196+144−8d2 = 128;
212 = 8d2;
d2 =
53
2
;
d =
√
106
2
.
Percebe-se facilmente nessa questa˜o a economia de espac¸o e tempo que a aplicac¸a˜o do
Teorema de Stewart proporciona.
Questa˜o1.4: No triaˆngulo ABC ilustrado na Figura 21, os lados medem a = 15cm,
b = 8cm e c = 12cm. Sobre o lado a, marque um ponto D de maneira que DB = p e DC = q.
Sabendo que p/q = 1/2, calcule a medida de AD.
Figura 21: Triaˆngulo da Questa˜o1.4.
Sabendo que o lado BC mede 15cm e a raza˜o de p para q equivale a 1/2, conclui-se
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que p = 5cm e q = 10cm. Considerando-se AD = d, ∠ADC = α , ∠ADB = β e aplicando-se a
Lei dos Cossenos aos triaˆngulos ABD e ACD, obte´m-se
82 = 102+d2−2(10)(d)cosα (72)
e
122 = 52+d2−2(5)(d)cosβ . (73)
Como β = 180◦−α e cosβ =−cosα , reescreve-se (72) e (73) como
64 = 100+d2−20dcosα (74)
e
144 = 25+d2+10dcosα. (75)
Multiplicando-se (74) por dois e somando-se a (75), tem-se que:
352 = 150+3d2;
202 = 3d2;
d2 =
202
3
;
d =
√
606
3
.
Considerando-se a= 8cm, b= 12cm, c= 15cm, m= 5cm, n= 10cm e z= d, obte´m-se
com a aplicac¸a˜o do Teorema de Stewart:
a2n+b2m−d2c = cmn;
82(5)+122(10)−d2(15) = 15(10)(5);
320+1440−750 = 15d2;
d2 =
202
3
d =
√
606
3
.
Novamente tem-se economia de espac¸o e tempo na soluc¸a˜o do problema com o em-
prego do Teorema de Stewart.
Questa˜o1.5: A Figura 22 mostra quatro circunfereˆncias tangentes entre si de centros C,
D, E e O. Calcule o raio da circunfereˆncia de centro E, sabendo-se que o raio da circunfereˆncia
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de centro D mede 1cm e o raio da circunfereˆncia de centro C e´ igual a 2cm.
Figura 22: Circunfereˆncias tangentes da Questa˜o1.5.
O resultado mais importante da geometria para a resoluc¸a˜o desta questa˜o e´ o seguinte:
“quando duas circunfereˆncias sa˜o tangentes, enta˜o o ponto de tangeˆncia e os centros das cir-
cunfereˆncias sa˜o colineares”. Isto explica porque O, E e T esta˜o alinhados na Figura 22, o que
torna a Questa˜o1.5 ta˜o simples quanto a`s anteriores.
Assim, sejam x o raio da circunfereˆncia de centro E, ∠DOE = α e ∠COE = β . E´ fa´cil
verificar que o raio da circunfereˆncia de centro O mede 3cm. Pode-se construir, utilizando-se
da propriedade acima, o triaˆngulo CDE que acompanha as circunfereˆncias tangentes na Figura
22, onde:
OE = OT −ET = 3− x = z;
DE = 1+ x = a;
CE = 2+ x = b;
OD = 2 = m;
OC = 1 = n.
Aplicando-se a Lei dos Cossenos aos triaˆngulos ODE e OCE, respectivamente, obte´m-
se
(1+ x)2 = (3− x)2+22−2(2)(3− x)cosα, (76)
(2+ x)2 = (3− x)2+12−2(1)(3− x)cosβ . (77)
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Como α e β sa˜o aˆngulos suplementares,
cosβ =−cosα.
Pode-se enta˜o reescrever (76) e (77) como
1+2x+ x2 = (3− x)2+4−4(3− x)cosα (78)
e
4+4x+ x2 = (3− x)2+1+2(3− x)cosα. (79)
Efetuando-se a diferenc¸a entre as equac¸o˜es (78) e (79), tem-se que
−3−2x = 3−6(3− x)cosα,
cosα =
−6−2x
−6(3− x) ,
cosα =
3+ x
3(3− x) . (80)
Substituindo-se (80) em (78), obte´m-se:
1+2x+ x2 = 9−6x+ x2+4−4(3− x) 3+ x
3(3− x) ;
0 = 9−6x+4− 12+4x
3
−1−2x;
0 = 27−18x+12−12−4x−3−6x;
−24 =−28x;
x =
6
7
.
De outra maneira, solucionando-se a Questa˜o1.5 com o Teorema de Stewart, tem-se
que:
a2n+b2m−d2c = cmn;
(1+ x)2(1)+(2+ x)2(2)− (3− x)2(3) = 3(2)(1);
1+2x+ x2+8+8x+2x2−27+18x−3x2 = 6;
28x = 24;
x =
6
7
.
Este e´ o melhor exemplo para se mostrar a facilidade de uso do Teorema de Stewart.
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E´ visı´vel a diferenc¸a de espac¸o, tempo e nu´mero de relac¸o˜es necessa´rios para a soluc¸a˜o do
problema das duas maneiras citadas.
Conforme (D’AMBROSIO, 2011): “O estudo das cevianas seria feito quase que exclu-
sivamente com a relac¸a˜o de Stewart, evitando-se a decorac¸a˜o inu´til de fo´rmulas das medianas e
bissetrizes”.
4.2 PROBLEMAS INTERESSANTES
Selecionou-se alguns problemas cuja soluc¸a˜o pode ser determinada utilizando-se o
Teorema de Stewart e o Teorema de Heron.
1) (CEDERJ) Calcular as alturas de um triaˆngulo cujos lados medem 6m, 10m e 12m.
2) (CEDERJ) Mostre que em todo triaˆngulo retaˆngulo, a soma dos quadrados das treˆs
medianas e´ igual a treˆs vezes a metade do quadrado da hipotenusa.
3) (CEDERJ) Em um triaˆngulo ABC, os lados medem a, b e c. Calcule as medidas das
treˆs alturas.
4) (Cole´gio Visa˜o) Seja o triaˆngulo ABC cujos lados AB, BC e AC medem, respectiva-
mente, 8cm, 9cm e 10cm. Determine o comprimento da mediana BM relativa ao lado AC.
5) (Cole´gio Visa˜o) Seja o triaˆngulo ABC cujos lados AB, BC e AC medem, respectiva-
mente 8cm, 10cm e 9cm. Determine o comprimento da bissetriz BS relativa ao ve´rtice B.
6) (CN 1984) Na Figura 23, AC = 3AF e BC = 3CE. Sendo S a a´rea do triaˆngulo ABC,
a a´rea do triaˆngulo AGF e´:
a) S/3.
b) S/7.
c) S/9.
d) S/21.
e) S/18.
Figura 23: Triaˆngulo do problema 6.
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7) Um triaˆngulo ABC, retaˆngulo em A, tem lados AB= 24, BC = 25 e AC = 7. Calcule
a bissetriz do aˆngulo C.
8) (UFSC-adaptada) Vamos construir um penta´gono regular, Figura 24.
a) Construa uma circunfereˆncia de raio R centrada em O.
b) Construa os diaˆmetros ortogonais AB e CD.
c) Marque o ponto me´dio E do segmento OC.
d) Considere o triaˆngulo OBE. Trace a bissetriz EF do aˆngulo OEB.
e) Por F trace a reta l paralela ao segmento OC. Seja G o ponto de encontro de l com a
circunfereˆncia.
f) BG e´ o lado do penta´gono.
Figura 24: Penta´gono regular do problema 8.
Usando o Teorema de Stewart, calcule OF .
9) (SMO 2009) Sejam P1,P2, ....,P41 pontos do lado BC de um triaˆngulo ABC. Sabendo
que AB = AC = 7, calcule o somato´rio
41
∑
i=1
(AP2i +PiB.PiC).
10) No triaˆngulo ABC ilustrado na Figura 25, AB = 13, AC = 14 e BC = 15. O ponto
D pertence a BC de modo que CD= 6 e o ponto E pertence a BC de modo que ∠BAE =∠CAD.
Calcule a medida de BE.
Figura 25: Triaˆngulo do problema 10.
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11) Dois lados de um triaˆngulo medem 7 e 9 enquanto a mediana relativa ao terceiro
lado mede 5. Determine a medida do terceiro lado.
12) Dados os lados a, b e c de um triaˆngulo ABC, calcular a distaˆncia do ve´rtice A ao
ponto M que divide a base BC em segmentos proporcionais a m e n (DOLCE; POMPEO, 2005).
13) (IME) Considere uma elipse de focos F1 e F2, e M um ponto qualquer desta curva.
Trac¸a-se por M duas secantes MF1 e MF2, e que interceptam a elipse nos pontos P1 e P2, res-
pectivamente. Demonstre que a soma
MF1
F1P1
+
MF2
F2P2
e´ constante.
14) A Figura 26 mostra duas retas paralelas r e s. A reta r e´ tangente a`s circunfereˆncias
C1 e C3, a reta s e´ tangente as circunfereˆncias C2 e C3 e as circunfereˆncias sa˜o tangentes entre
si. As circunfereˆncias C1 e C2 tem raios a e b, respectivamente. Qual e´ o raio da circunfereˆncia
C3?
a) 2
√
a2+b2.
b) a+b.
c) 2
√
ab.
d)
4ab
a+b
.
e) 2b−a.
Figura 26: Circunfereˆncias tangentes do problema 14.
15) Os lados de um triaˆngulo sa˜o treˆs nu´meros consecutivos e a sua a´rea e´ um nu´mero
inteiro. Encontre o triaˆngulo na˜o retaˆngulo com o menor perı´metro que satisfaz essa condic¸a˜o.
Existem outros? Explique.
16) (ARML-1994) Um triaˆngulo iso´sceles tem uma mediana medindo 15 e uma altura
igual a 24. Estas informac¸o˜es determinam exatamente dois triaˆngulos. Calcule a a´rea de cada
um destes triaˆngulos.
17) Verdadeiro ou Falso: duas medianas de um triaˆngulo sa˜o congruentes se e somente
se os lados que elas dividem sa˜o congruentes.
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18) Na estrutura geome´trica da Figura 27, mostre que h = 2r.
Figura 27: Arbelos.
Observac¸a˜o: as semicircunfereˆncias e a circunfereˆncia da Figura 27 sa˜o todas tangen-
tes duas a duas. A estrutura e´ denominada arbelos, do grego “faca de sapateiro”, conforme
(PEDRO, 2012).
19) Demonstre que em um triaˆngulo qualquer, a soma dos quadrados das medianas e´
igual a 3/4 da soma dos quadrados dos lados (POSAMENTIER; SALKIND, 1996).
20) Treˆs circunfereˆncias de raios 6cm, 7cm e 8cm tangenciam-se externamente de
modo que a primeira tangencia a segunda, a segunda tangencia a terceira e esta tangencia a
primeira, como ilustra a Figura 28. Sejam P, S e Q os pontos de tangeˆncia. Calcule o raio da
circunfereˆncia inscrita no triaˆngulo PSQ.
Figura 28: Circunfereˆncias tangentes do problema 20 (WIKIBOOKS, 2014).
52
21) Um quadrila´tero e´ dito biceˆntrico quando e´ inscritı´vel e circunscritı´vel ao cı´rculo.
Prove que a a´rea ma´xima de um quadrila´tero biceˆntrico com perı´metro fixo ocorre quando os
dois cı´rculos sa˜o conceˆntricos.
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5 CONCLUSA˜O
Dada a afinidade do autor pela geometria, optou-se em pesquisar um matema´tico que,
apesar de pouco conhecido, estudou geometria elementar e antiga e entre as suas contribuic¸o˜es
esta´ o teorema para calcular a medida de uma ceviana qualquer: Matthew Stewart.
Para verificar o quanto os estudantes sabiam sobre esse teorema, organizou-se um con-
junto de questo˜es que foram aplicadas, na forma de atividade extraclasse, aos alunos de treˆs
turmas do ensino me´dio de uma instituic¸a˜o pu´blica do estado do Parana´. Tais alunos ja´ haviam
estudado trigonometria em triaˆngulos quaisquer anteriormente a` aplicac¸a˜o da atividade. Apo´s a
ana´lise das soluc¸o˜es apresentadas pelos 81 participantes, pode-se concluir duas coisas: os alu-
nos na˜o conheciam o Teorema de Stewart e aqueles que conheciam a Lei dos Cossenos tiveram
muita dificuldade em solucionar os exercı´cios quando estes exigiam mais de uma aplicac¸a˜o da
mesma. As soluc¸o˜es apresentadas por alguns alunos foram comentadas e evidenciou-se no TCC
como o teorema pode ser empregado para facilitar a soluc¸a˜o das questo˜es propostas.
Tinha-se ainda como objetivo secunda´rio a utilizac¸a˜o do Teorema de Stewart como
ferramenta para a demonstrac¸a˜o do Teorema de Heron. Na pesquisa bibliogra´fica, constatou-
se que Stewart na˜o demonstrou o teorema que leva seu nome e o mesmo tambe´m parece ter
acontecido com Heron, uma vez que alguns historiadores atribuem a demonstrac¸a˜o do teorema
da a´rea de um triaˆngulo em func¸a˜o das medidas dos lados a Arquimedes. Isto reforc¸a a ideia de
que o professor de matema´tica precisa conhecer a histo´ria da matema´tica e divulgar a mesma
junto a seus alunos.
Quanto ao aspecto matema´tico do TCC, verificou-se que, sem um bom conhecimento
de a´lgebra, a demonstrac¸a˜o dos teoremas aqui apresentados fica inviabilizada. Assim, torna-se
evidente que os currı´culos do ensino fundamental e me´dio precisam associar geometria e a´lgebra
e que o professor de matema´tica deve empregar a demonstrac¸a˜o como ferramenta efetiva no
processo ensino-aprendizagem.
Finalizando, organizou-se tambe´m uma pequena colec¸a˜o de questo˜es aplicadas, centra-
das no Teorema de Stewart, um teorema que segundo Ubiratan D’Ambro´sio (D’AMBROSIO,
2011), pesquisador renomado em metodologias de ensino da matema´tica, deveria ser o principal
meio para o ca´lculo de cevianas.
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ANEXO A -- ALGUMAS SOLUC¸O˜ES APRESENTADAS PELOS ALUNOS
Neste anexo, apresenta-se algumas das soluc¸o˜es propostas pelos alunos para as questo˜es
da atividade extraclasse.
A.1 QUESTO˜ES APLICADAS AOS ALUNOS
A Figura 29 ilustra as questo˜es que compuseram a atividade extraclasse aplicada aos
alunos do ensino me´dio do CPM-PR.
Figura 29: Atividade extraclasse aplicada aos alunos do CPM-PR.
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Como ja´ mencionado anteriormente, seria deseja´vel que os alunos solucionassem as
questo˜es utilizando a Lei dos Cossenos uma ou mais vezes. E´ este o caso da questa˜o ilustrada
na Figura 30. Mesmo sendo mais trabalhosa que o uso do Teorema de Stewart, a soluc¸a˜o na˜o
ficou extensa e pode-se aferir o resultado desejado.
Figura 30: Soluc¸a˜o correta da Questa˜o1.3 utilizando a Lei dos Cossenos duas vezes.
O mesmo na˜o se pode dizer da questa˜o ilustrada na Figura 31, pois apesar do aluno ter
extraı´do da questa˜o todos os dados corretamente, o mesmo cometeu erros durante o processo
de ca´lculo. O uso repetitivo da Lei dos Cossenos foi novamente empregado.
Figura 31: Soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.5 utilizando a Lei dos Cossenos duas vezes.
56
A.2 SOLUC¸O˜ES CORRETAS SEM JUSTIFICATIVA
Algumas questo˜es foram respondidas de maneira correta, pore´m na˜o da forma espe-
rada. A questa˜o ilustrada na Figura 32 apresenta uma resposta satisfato´ria por aproximac¸a˜o,
contudo sem procedimento alge´brico. Como dito no Capı´tulo 1, os desenhos do trabalho foram
feitos no GEOGEBRA e em escala natural. Assim, dois alunos apenas mediram o segmento
desejado.
Figura 32: Soluc¸a˜o da Questa˜o1.5 utilizando escala.
O outro caso foi o de dois alunos que chegaram ao resultado esperado utilizando o
Teorema de Stewart. Eles sequer sabiam o que estavam fazendo, o que de fato comprovou-se
depois conversando-se com ambos. O fato de que a u´ltima questa˜o do trabalho era facilmente
encontrada na internet contribuiu para a co´pia da mesma. Nessa questa˜o, ilustrada na Figura 33,
os dados foram destacados no triaˆngulo e na sequeˆncia ja´ estavam em uma fo´rmula. E´ possı´vel
verificar tambe´m que consta na soluc¸a˜o uma fo´rmula para o ca´lculo de uma mediana qualquer,
que deriva do Teorema de Stewart.
A.3 SOLUC¸O˜ES INCORRETAS
Muitos alunos na˜o perceberam que o u´nico triaˆngulo retaˆngulo da atividade era aquele
da Questa˜o1.2. Isto conduziu muitos ao erro. Um desses casos e´ ilustrado na Figura 34,
onde o aluno calculou uma mediana como se fosse a altura porque supoˆs que o triaˆngulo fosse
retaˆngulo. Semelhante a este, tem-se tambe´m a soluc¸a˜o ilustrada na Figura 35, onde o aluno
utilizou-se das relac¸o˜es me´tricas no triaˆngulo retaˆngulo.
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Figura 33: Soluc¸a˜o da Questa˜o 1.5 extraı´da da internet.
Figura 34: Primeira soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.3.
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Figura 35: Segunda soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.3.
Uma excelente proposta de soluc¸a˜o da Questa˜o1.3 e´ apresentada na Figura 36. Nela,
o aluno utilizou-se do Teorema de Heron e calculou a a´rea atrave´s das medidas dos lados.
Infelizmente, considerou a mediana como se fosse a altura.
Figura 36: Terceira soluc¸a˜o incorreta da Questa˜o1.3.
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ANEXO B -- DEMONSTRAC¸A˜O DE BRAHMAGUPTA
No Capı´tulo 3 mostrou-se o Teorema de Heron como resultado do Teorema de Brahma-
gupta para o ca´lculo de um quadrila´tero cı´clico ou inscritı´vel. Neste anexo, faz-se a demonstrac¸a˜o
do Teorema de Brahmagupta.
B.1 QUEM FOI BRAHMAGUPTA
Brahmagupta (589-668), ilustrado na Figura 37, matema´tico e astroˆnomo hindu, e´ con-
siderado o pai da aritme´tica, da a´lgebra e da ana´lise nume´rica.
Figura 37: Brahmagupta: matema´tico e astroˆnomo indiano (WIKIPEDIA2, 2014).
Foi o lı´der do observato´rio astronoˆmico em Ujjain e durante o perı´odo que la´ perma-
neceu escreveu quatro livros sobre matema´tica e astronomia: Brahmasphutasiddhanta (A Aber-
tura do Universo), Cadamekela, Durkeamynarda e Khandakhadyaka, sendo o primeiro deles
considerado o mais importante e pelo qual e´ ate´ hoje reconhecido. Nesse livro escrito em 650,
demonstrou a generalizac¸a˜o do Teorema de Heron para o ca´lculo da a´rea de um quadrila´tero
inscrito em uma circunfereˆncia (cı´clico) e que e´ considerada a maior descoberta da geometria
hindu. Nesse livro tambe´m introduziu o zero e suas operac¸o˜es na aritme´tica, elevando o zero a`
categoria dos samkhya (nu´meros). Antes dele, o sistema hindu-ara´bico contava com apenas 9
dı´gitos (1 a 9).
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Entre seus trabalhos na matema´tica esta˜o a soma da se´rie finita de nu´meros naturais, a
soluc¸a˜o de equac¸o˜es do segundo grau com raı´zes naturais, uma generalizac¸a˜o da fo´rmula para
calcular uma das raı´zes da equac¸a˜o quadra´tica do tipo ax2+bx = c, ale´m de va´rios outros com
a´reas de triaˆngulos, quadrila´teros e cı´rculos e volumes e a´reas laterias de cones e piraˆmides. Em-
bora tenho sido importantı´ssimo para a matema´tica, definiu 00 = 0 e em um livro de astronomia
que foi escrito em versos, negou a rotac¸a˜o da Terra (PEDRO, 2012) (AMATEMATICAPURA,
2014) (FATOSMATEMATICOS, 2014) (CUT, 2014).
B.2 QUADRILA´TERO CI´CLICO
Um quadrila´tero e´ considerado cı´clico ou inscritı´vel quando existe uma circunfereˆncia
que intercepte os seus quatro ve´rtices, como mostra a Figura 38. A condic¸a˜o necessa´ria e
suficiente para que um quadrila´tero convexo seja cı´clico e´ que a soma dos pares de aˆngulos
opostos seja 180◦ (AMATEMATICAPURA, 2014) (WIKIPEDIA5, 2014) (SOMATEMATICA,
2014).
Figura 38: Quadrila´tero cı´clico (WIKIPEDIA1, 2009).
B.3 TEOREMA DE BRAHMAGUPTA
Teorema B.1. A a´rea de um quadrila´tero cı´clico e´ dada por
SABC =
√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d),
onde p =
a+b+ c+d
2
e´ o semiperı´metro do quadrila´tero e a, b, c e d sa˜o as medidas dos
lados.
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Demonstrac¸a˜o
Seja e uma das diagonais do quadrila´tero cı´clico, ilustrado na Figura 39.
Figura 39: Quadrila´tero cı´clico da demonstrac¸a˜o do Teorema de Brahmagupta.
A diagonal e e´ lado comum a dois triaˆngulos. Assim, pode-se pela Lei dos Cossenos
escrever a igualdade
a2+b2−2abcosα = c2+d2−2cdcosβ . (81)
Na Figura 39, como α +β = 180◦ e α e´ o aˆngulo obtuso, enta˜o cosβ = −cosα . A
igualdade (81) pode enta˜o ser reescrita como
a2+b2−2abcosα = c2+d2+2cdcosα,
a2+b2− c2−d2 = 2(ab+ cd)cosα,
cosα =
a2+b2− c2−d2
2(ab+ cd)
. (82)
Sabendo-se que a a´rea de um triaˆngulo e´ dada pelo semiproduto de dois de seus lados
pelo seno do aˆngulo por eles formado, a a´rea do quadrila´tero cı´clico pode ser escrita na forma
SABCD = SABE +SCDE ,
SABCD =
absenα
2
+
cdsenβ
2
. (83)
Sendo senα = senβ , pois α e β sa˜o suplementares, reescreve-se a relac¸a˜o (83) como
SABCD =
(ab+ cd)senα
2
. (84)
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Da relac¸a˜o trigonome´trica fundamental, tem-se que
senα =
√
1− cos2α. (85)
Substituindo-se (82) em (85), obte´m-se:
senα =
√√√√1−[a2+b2− c2−d2
2(ab+ cd)
]2
;
senα =
√
1− (a
2+b2− c2−d2)2
4(ab+ cd)2
;
senα =
1
2(ab+ cd)
√
4(ab+ cd)2− (a2+b2− c2−d2)2. (86)
Fatorando-se (86), tem-se que:
senα =
1
2(ab+ cd)
√
[2(ab+ cd)+(a2+b2− c2−d2)][2(ab+ cd)− (a2+b2− c2−d2)];
senα =
1
2(ab+ cd)
√
(a2+2ab+b2− c2+2cd−d2)(−a2+2ab−b2+ c2+2cd+d2);
senα =
1
2(ab+ cd)
√
[(a+b)2− (c−d)2][(c+d)2− (a−b)2];
senα =
1
2(ab+ cd)
√
[(a+b)+(c−d)][(a+b)− (c−d)][(c+d)+(a−b)][(c+d)− (a−b)];
senα =
1
2(ab+ cd)
√
(a+b+ c−d)(a+b− c+d)(a−b+ c+d)(−a+b+ c+d). (87)
Como o perı´metro do quadrila´tero cı´clico e´ dado por 2p = a+ b+ c+ d, pode-se
reescrever (87) como:
senα =
1
2(ab+ cd)
√
(2p−2d)(2p−2c)(2p−2b)(2p−2a);
senα =
1
2(ab+ cd)
√
2(p−d)2(p− c)2(p−b)2(p−a);
senα =
4
2(ab+ cd)
√
(p−d)(p− c)(p−b)(p−a);
senα =
2
(ab+ cd)
√
(p−d)(p− c)(p−b)(p−a). (88)
Substituindo-se (88) em (84), obte´m-se:
SABCD =
ab+ cd
2
2
(ab+ cd)
√
(p−d)(p− c)(p−b)(p−a);
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SABCD =
√
(p−d)(p− c)(p−b)(p−a). (89)
Considerando-se em (89), por exemplo, o lado d = 0, o triaˆngulo de lados a, b e c tera´
por a´rea
SABC =
√
p(p−a)(p−b)(p− c),
que nada mais e´ que o Teorema de Heron (AMATEMATICAPURA, 2014).
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